
s&J . __ .- __ li!B 
ELSEVIER Journal of Geometry and Physics 23 (1997) 206-234 

JOURNAL OF 
1 GEOMETRYAND 

PHYSICS 

Brisure de symb-ie spontanke et g6ombrie 
du point de vue spectral 

Alain Connes 
CollQe de France, 3. Rue d’lJlm, F-75005 Paris, France 

Abstract 

We present a new notion of geometric space, which, abandoning the central role played by points 
in standard geometry, allows a greater freedom in description of space-time at short scale. The 
proposed framework is sufficiently general to describe discrete spaces, Riemannian spaces, config- 
uration spaces of quantum field theory and duals of discrete groups not necessarily commutative. 
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1. GCdralit6s 

La geometric de Riemann admet pour donnees prealables une variktte’ M dont les points 
x E M sont localement param&& par un nombre fini de coordonnees rtelles x@, et la 
me’trique donnee par I’ClCment de longueur infinitesimal, 

ds2 = g,, dxW dx”. (1.1) 

La distance entre deux points x, y E M est donnee par, 

d(x, y) = inf Longueur y, (1.2) 

oti y varie parmi les arcs joignant x B y, et 

Longueur y = 
s 

ds. (1.3) 
x 

La theorie de Riemann est a la fois assez souple pour foumir (au prix d’un changement 
de signe) un bon modele de l’espace temps de la relativitt gCnCrale et assez restrictive pour 
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meriter le nom de geometric. Le point essentiel est que le calcul differentiel et integral 
permet de passer du local au global et que les notions simples de la geometric Euclidienne 
telle celle de droite continuent a garder un sens. L’equation des geodesiques, 

( I .4) 

(oh l-6 = p7gav.p + gap.v - gL,p.(y)) pour la metrique dx’ + dy’ + dz’ - (1 + 
2V(x, y, z)) dt* donne l’equation de Newton dans le potentiel V (cf. [W] pour un &once 
plus precis). Les donnees experimentales recentes sur les pulsars binaires confirment [DT] 
la relativite g&r&ale et l’adequation de la geometric de Riemann comme modele de I’espace 
temps a des Cchelles suffisamment grandes. La question [R] de l’adequation de cette 
geomttrie comme modele de I’espace temps a tres courte Cchelle est controverste mais 
la longueur de Planck 

e P = (GA/c3)“* - 10e3’ cm (1.5) 

est consideree comme la limite naturelle sur la determination precise des coordonnees 
d’espace temps d’un Cvenement. (Voir par example [F] ou [DFR] pour l’argument physique, 
utilisant la mecanique quantique, qui ttablit cette limite.) 

Dans cet expose nous presentons une nouvelle notion d’espace geometrique qui en aban- 
donnant le role central joue par lespoirrts de l’espace permet une plus grande liberte dans la 
description de I’espace temps a courte Cchelle. Le cadre propose est suffisamment general 
pour traiter les espaces discrets, les espaces Riemanniens, les espaces de configurations 
de la theorie quantique des champs et les duaux des groupes discrets non necessairement 
commutatifs. Le probleme principal est d’adapter a ce cadre general les notions essen- 
tielles de la geometric et en particulier le calcul infinitesimal. Le formalisme operatoriel 
de la mecanique quantique joint a l’analyse des divergences logarithmiques de la trace des 
operateurs donnent la generalisation cherchee du calcul differential et integral (Section 2). 
Nous donnons quelques applications directes de ce calcul (Theoremes I, 2. 4). 

La donnee d’un espace geometrique est celle d’un triplet spectral: 

(A. ‘Ft. D) (1.6) 

ou A est une algtbre involutive d’operateurs dans l’espace de Hilbert ‘H et D un operateur 
autoadjoint non borne dans W. L’algebre involutive A correspond a la donnte de I’espace M 
selon la dualite Espace ++ Algebre classique en geometric algebrique. L’operateur D-’ = 
ds correspond a l’element de longueur infinitesimal de la geometric de Riemann. 

I1 4’ a deux differences tvidentes entre cette ge’omdrie spectrule et la gtometrie 
Riemannienne. La premiere est que nous ne supposerons pas en general la commutativite de 
l’algebre A. La deuxieme est que ds, &ant un opbateur, ne commute pas avec les elements 
de A, meme quand A est commutative. 

Comme nous le verrons, des relations de commutation tres simples entre ds et l’algebre 
A, jointes a la dualite de Poincare caracterisent les triplets spectraux (1.6) qui proviennent 
de varietes Riemanniennes (Theoreme 6). Quand l’algebre A est commutative sa fermeture 
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normique dans 7-l est l’algebre des fonctions continues sur un espace compact M. Un point 
de A4 est un caractere de A, i.e. un homomorphisme de A dans C, 

x:A+@, x(a+b)=x(a)+x(b), 

x (Aa) = AX (a), X(“b) = x(a)x(b), 

Vu, b E A, Vh E C. (1.7) 

Soit par exemple A l’algebre Cr d’un groupe discret f agissant dans l’espace de Hilbert 
‘Ft = e2(r) de la representation regulibre (gauche) de r. Quand le groupe f et done 
l’algebre A sont commutatifs les caractbres de A sont les elements du dual de Pontrjagin 
de r, 

F = Ix : r -+ U(l); x(g1g2) = x(g1)xk2) V’gl, g2 E TJ. (1.8) 

Les notions Clementaires de la geometric differentielle pour l’espace f continuent a garder 
un sens dans le cas general oti r n’est plus commutatif grace au dictionnaire suivant dont 
la colonne de droite n’utilise pas la commutativite de l’algebre A, 

Espace X Algebre A 
Fibre vectoriel Module projectif de type fini 
Forme differentielle de degre k Cycle de Hochschild de dimension k 

Courant de de Rham de dimension k Cocycle de Hochschild de dimension k 

Homologie de de Rham Cohomologie cyclique de A 

Lint&i3 de la gCnCralisation ci-dessus au cas non commutatif est illustre par exemple par 
la preuve de la conjecture de Novikov pour les groupes r qui sont hyperboliques [CMl]. 
Dans le cas general la notion de point, donnee par (1.7) est de peu d’interet, par contre celle 
de mesure de probabilite garde tout son sens. Une telle mesure cp est une forme lineaire 
positive sur A telle que ~p( 1) = 1, 

&LX, cp(u*u) 10 vu E A, qJ( 1) = 1. (1.9) 

Au lieu de mesurer les distances entre les points de l’espace par la formule (1.2) nous 
mesurons les distances entre ttats (p, @ sur A par une formule duale qui implique un sup 
au lieu d’un inf et n’utilise pas les arcs traces dans I’espace, 

d(~~o, +) = sup]l~(a) - @(a)l; a E A; ll]D, all1 i 11. (1.10) 

Verifions que cette formule redonne la distance geodesique dans le cas Riemannien. Soit 
M une variete Riemannienne compacte munie d’une K-orientation, i.e. d’une structure 
spinorielle. Le triplet spectral (A, ‘H, D) associt est donne par la representation, 

(ft)(x) = f(x)e(n) Vx E M, f E A, c E ‘FI (1.11) 

de l’algebre des fonctions sur M dans l’espace de Hilbert 

3-1= L2(M,S) (1.12) 

des sections de carre integrable du fibre des spineurs. 
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L’operateur D est l’operateur de Dirac (cf. [LM]). On verifie immediatement que le 
commutateur [D, f], f E A, est l’operateur de multiplication de Clifford par le gradient 
Of de .f et que sa not-me hilbertienne est, 

11 [D, ,f] )I = sup ]I Of ]I = Norme Lipschitzienne de ,f: 
.XEM 

(1.13) 

Soient x. v E M et 9, @ les caracteres correspondants: cp(f’) = f’(x), $0 = f(y) Vf’ E 

A la formule (1.10) donne le m&me resultat que la for-mule (1.2), i.e. donne la distance 
geodesique entre x et y. 

Contrairement a (1.2) la formule duale (1.10) garde un sens en general et en particulier 
pour les espaces discrets ou totalement discontinus. 

La notion usuelle de dimension d’un espace est remplacee par un spectre de dimension 
qui est un sous-ensemble de C dont la partie reelle est bomee superieurement par a! > 0 si 

A,’ = O(nY) (1.14) 

ou h,I est la n-ieme valeur propre de ) D I. 
La relation entre le local et le global est donnee par la formule locale de I’indice 

(Theoreme 4) [CM2]. 
La propriete caracteristique des varie’t& diffkrentiables qui est transposee au cas non 

commutatif est la dualite’ de PoincarP. La dualite de Poincare en homologie ordinaire est 
insuffisante pour caracteriser le type d’homotopie des varietes (MiS] mais les resultats de 
Sullivan [S2] montrent (dans le cas simplement connexe, de dimension > 5 et en ignorant 
le nombre premier 2) qu’il suffit de remplacer l’homologie ordinaire par la KO-homologie. 

De plus la K-homologie admet grace aux resultats de Brown Douglas Fillmore, Atiyah 
et Kasparov une traduction algebrique tres simple, donnee par: 

Espace X Algebre A 
KI(X) Classe d’homotopie stable de triplet spectral (A. 'l-f, D) 

Ko(X) Classe d’homotopie stable de triplet spectral Z/2 gradue 

(i.e. pour Ko on suppose que 7-t est Z/2 grad& par y. ‘/ = y*, y’ = 1 et que YN = uy 
Vu E A, yD = -Dy). 

Cette description suffit pour la K-homologie complexe qui est periodique de periode 
2. Dans le cas non commutatif la clusse fondamentale d’un espace est une classe p de 
K R-homologie pour l’algebre A @I do munie de l’involution, 

r(~@‘,~)=y*@(x*)~ VX,Y cd (1.15) 

oti do dtsigne l’algbbre opposee de A. Le produit intersection de Kasparov [K] permet de 
formuler la dualite de Poincare par l’invertibilite de w. La K R-homologie est periodique de 
p&ode 8 et la dimension modulo 8 est specifiee par les regles de commutation suivantes, 
ou J est une isometric antilineaire dans 7-1 qui implemente l’involution t, 

JxJ-’ = t(x) Vx E A @ do. (1.16) 

On a J2 = E, J D = E’DJ, Jy = s”yJ oti F, E’, E” E [ -1, I] et si n designe la dimension 
modulo 8, 
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n= 0 1 2 3 4 5 67 

& 1 I -1 -I -1 -1 1 1 
E’ l-l 1 1 1 -1 1 1 
& I, 1 -1 1 -1 

L’isomttrie antilineaire .I est donnee dans le cas Riemannien par l’operateur de conjugaison 
de charge et dans le cas non commutatif par l’operateur de Tomita [Ta] qui dans le cas ou 
une algebre d’operateurs A admet un vecteur cyclique qui est cyclique pour le cornmutant 
A’, Ctablit un antiisomorphisme, 

a E A” -+ Ja*/-’ E A’. (1.17) 

La donnee de p ne specific que la classe d’homotopie stable du triplet spectral (A, 7-i, D) 
muni de l’isometrie J (et de la Z/2 graduation y si n est pair). La non trivialite de cette 
classe d’homotopie est visible dans la forme d’intersection, 

K(d) x K(d) --f Z (1.18) 

donnee par l’indice de Fredholm de D B coefficient dans K (A @ do). 
Pour comparer les triplets spectraux dans la classe p nous utiliserons la fonctionnelle 

spectrale suivante, 

Trace (q(D)) (1.19) 

ou cp : Iw + R+ est une fonction positive convenable. 
L’algebre A une fois fixee, une geometric spectrale est determinCe par la classe 

d’equivalence unitaire du triplet spectral (A, 3-1, D) avec l’isomttrie J. Si l’on note n la 
representation de A dans ‘H l’equivalence unitaire entre (~1, ‘XI, DI , JI) et (~2, ‘Hz, D2, J2) 
signifie qu’il existe un unitaire U : T-t1 -+ V-t2 tel que 

Un,(a)U* = x2(a) Vu E A, 
lJDlU* = D2, UJ,U* = 52 

(1.20) 

(et Uyl U* = y2 dans le cas ou 12 est pair). 
Le groupe Aut(d) des automorphismes de l’algebre involutive A agit sur l’ensemble des 

geometries spectrales par composition, 

n’(a) = n(a-‘(a)) Vu E A, (Y E Aut(d). (1.21) 

Le sous-groupe Aut+(d) des automorphismes qui preservent la classe I_L agit sur la classe 
d’homotopie stable determinCe par I_L et preserve par construction la fonctionnelle d’action 
(1.19). En general ce groupe est non compact, et il comcide par exemple dans le cas 
Riemannien avec le groupe Difff (M) des diffeomorphismes qui preservent la K-orientation, 
i.e. la structure spinorielle de M. A l’inverse le groupe d’isotropie d’une geometric donnee, 
est automatiquement compact (pour A unifere). Ceci montre que la fonctionnelle d’action 
(1.19) donne automatiquement naissance au phenomene de brisure de symetrie spontanee 
(Fig. 1). 
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Nous montrerons que pour un choix convenable de l’algebre A la fonctionnelle d’action 
(1.19) ajoutee au terme (6, D<), 6 E ‘Id, donne le modble standard de Glashow-Weinberg- 
Salam couple a la gravitation. L’algebre A est le produit tensoriel de I’algebre des fonctions 
sur un espace Riemannien M par une algtbre non commutative de dimension tinie dont les 
donnees phenomenologiques specifient la geometric spectrale. 

2. Un calcul infinitksimal 

Nous montrons comment le formalisme operatoriel de la mecanique quantique permet 
de donner un sens precis a la notion de variable infinitesimale. La notion d’inhnitesimal 
est sensee avoir un sens intuitif evident. Elle resiste cependant fort bien aux essais de for- 
malisation don& par exemple par l’analyse non standard. Ainsi, pour prendre un exemple 
p&is [BW], soit dp(x) la probabilite pour qu’une flechette lancee au hasard sur la cible 
52 termine sa course au point x E R (Fig. 2). 11 est clair que dp(x) < E V’E > 0 et que 
neanmoins la reponse dp(x) = 0 n’est pas satisfaisante. Le formalisme usuel de la theorie 
de la mesure ou des formes differentielles contoume le probleme en donnant un sens a 
I’expression 

.I .f’(x)dp(x). f’ : 52 + C 

mais est insuffisant pour donner un sens par exemple a ee’/dl’(‘). La reponse, a savoir 

un reel non standard, foumie par l’analyse non standard, est Cgalement decevante: tout 
reel non standard determine canoniquement un sous-ensemble non Lebesgue mesurable de 
I’intervalle [0, l] de sorte qu’il est impossible [Ste] d’en exhiber un seul. Le formalisme 
que nous proposons donnera une reponse substantielle et calculable a cette question. 

Le cadre est fix6 par un espace de Hilbert separable IH decompose comme somme directe 
de deux sous-espaces de dimension intinie. Donner cette decomposition revient a donner 
I’operateur lineaire F dans N qui est l’identitt, F( = 6, sur le premier sous-espace et 
moins I’identite, F< = -c sur le second, on a 

F = F*. F== 1. (2.2) 

Le cadre ainsi determine est unique a isomorphisme p&s. Le debut du dictionaire qui traduit 
les notions classiques en language operatoriel est le suivant: 

Classique Quantique 
Variable complexe Operateur dans ‘FI 
Variable reelle Optrateur autoadjoint 
Infinitesimal Operateur compact 
Infinitesimal d’ordre (;Y Operateur compact dont les valeurs caracteristiques CL,, 

verifient pfl = O(n-“), n -+ cc 
Differentielle d’une variable 

rtelle ou complexe d,f = [F. f] = Ff’ - ,fF 
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Integrale d’un infinitesimal f T = Coefficient de la divergence 
d’ordre 1 logarithmique dam la trace de T. 

Les deux premieres lignes du dictionnaire sont familieres en mecanique quantique. 
L’ensemble des valeurs d’une variable complexe correspond au spectre d’un operateur. 
Le calcul fonctionnel holomorphe donne un sens a f(T) pour toute fonction holomorphe f 
sur le spectre de T. Les fonctions holomorphes sont les seules a operer dans cette generalite 
ce qui reflete la difference entre l’analyse complexe et l’analyse reelle ou les fonctions 
boreliennes arbitraires operent. Quand T = T* est autoadjoint f(T) a un sens pour toute 
fonction borelienne f. Notons que toute variable aleatoire usuelle X sur un espace de prob- 
abilite, (0, P) peut Ctre trivialement consideree comme un operateur autoadjoint. On prend 
ti = L2(ti, P) et 

(T<)(P) = X(P>~(P) VP E Q, $ E ‘H. (2.3) 

La mesure spectrale de T redonne la probabilite P. 
Passons a la troisieme ligne du dictionnaire. Nous cherchons des “variables infinitesimales”, 

i.e. des operateurs T dans Ii tels que 

lfTl/ <E VE > 0, (2.4) 

ou II T 11 = sup{ (( Tt 11; /I.$ II = 1) est la norme d’operateur. Bien entendu si l’on prend (2.4) 
au pied de la lettre on obtient 11 T II = 0 et T = 0 est la seule solution. Mais on peut affaiblir 
(2.4) de la man&e suivante, 

V& > 0, 3 sous-espace de dimension finie 

E c ‘H tel que IIT/E’)I < E (2.5) 

oti El designe I’orthogonal de E dans Fi, 

E’=(~E~;(~J)=OV~EE} (2.6) 

qui est un sous-espace de codimension finie de ‘Ft. Le symbole TIEI designe la restriction 
de T ii ce sous-espace, 

T/E’ : EL + l-l. (2.7) 

Les operateurs qui satisfont la condition (2.5) sont les opkrateurs compacts, i.e. sont car- 
act&is& par la compacite normique de l’image de la boule unite de 7-f. L’operateur T est 
compact ssi (T 1 = 1/T*T est compact, et ceci a lieu ssi le spectre de (T I est une suite de 
valeurs propres ~0 L ,ut z ~2, . . . , pn J, 0. 

Ces valeurs propres sont les valeurs caracteristiques de T et on a, 

pu,(T) =inf{llT - R/l; R operateurderang 5 n), (2.8) 

,un(T) = inf{)lT/E’II; dim E 5 n). (2.9) 

Les operateurs compacts forment un ideal bilatere K dans l’algtbre C(x) des operateurs 
born& dans ti de sorte que les regles algebriques elementaires du calcul infinitesimal sont 
verifiees. 
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La taille d’un infinitesimal T E K est gouvernee par l’ordre de decroissance de la suite 
CL,, = pn (T), quand a -+ co. En particulier pour tout reel positif (Y la condition, 

&z(T) = wn-9, quand n -+ 00 (2.10) 

(i.e. il existe C > 0 tel que pn(T) 5 CnF Vn 2 1) definit les infinitesimaux d’ordre 01.11s 
forment de meme un ideal bilatere, comme on le voit en utilisant (2.8) (cf. [Co]) et de plus 

Tj d’ordre aj =+ TI T2 d’ordre al + cyz. (2.11) 

(Pour (Y < I l’ideal correspondant est un ideal norme obtenu par interpolation rtelle entre 
I’ideal C’ des operateurs tracables et I’ideal K [Co].) Ainsi, hormis la commutativite. les 
proprietes intuitives du calcul infinitesimal sont verifiees. 

Comme la taille d’un infinitesimal est mesuree par une suite p,! + 0 il pourrait sembler 
inutile d’utiliser le formalisme operatoriel. II suffirait de remplacer l’ideal K de C(3-t) par 
I’ideal co(N) des suites convergeant vers 0 dans I’algebre e”(N) des suites bornees. Cette 
version commutative ne convient pas car tout Clement de F(N) a un spectre ponctuel et 
une mesure spectrale discrete. Ce n’est que la non commututivitk de C(X) qui permet la 
coexistence de variables ayant un spectre de Lebesgue avec des variables infinitesimales. 

En fait la ligne suivante du dictionnaire utilise de maniere cruciale la non commutativite 
de C(X). La differentielle df’ d’une variable reelle ou complexe, 

(2.12) 

est remplacee par le commutateur, 

df’ = [F, .f‘l. (2.13) 

Le passage de (2.11) a (2.12) est semblable a la transition du crochet de Poisson {.f’. g] 
de deux observables f, g de la mecanique classique, au commutateur [f. ~1 = ,fg - ~.f 
d’observables quantiques. 

Etant donnee une algebre A d’operateurs dans ‘H la dimension de l’espace correpondant 
(au sens du dictionnaire 1) est gouvernee par la taille des differentielles dtf, ,f E A. En 
dimension p on a 

dJ’ d’ordre f_ 
P’ 

Vf E A. (2.14) 

Nous verrons tres vite des exemples concrets ou p est la dimension de Hausdorff d’un 
ensemble de Julia. Des manipulations algebriques tres simples sur la fonctionnelle 

cp(.f O, . , f”) = Trace(f”df’ . df”), II impair, n > p (2.15) 

montrent que cp est un cocycle cyclique et permettent de transposer les idees de la topologie 
differentielle en exploitant l’intkgralite’ du cocycle cp, i.e. (cp, K) (A)) c Z. 

Si le dictionnaire s’arrhait la, il nous manquerait un outil vital du calcul infinitesimal, la 
localitt, i.e. la possibilite de negliger les infinitesimaux d’ordre > 1 dans un calcul. Dans 
notre cadre les infinittsimaux d’ordre > 1 sont contenus dans I’ideal bilatere suivant. 
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TEK; p,,(T)=0 (2.16) 

oti le petit 0 ti la signification usuelle. 
Ainsi, si nous utilisons la trace comme dans (2.16) pour intkgrer nous rencontrons deux 

problbmes, 
(a) Les infinitCsimaux d’ordre 1 ne sont pas dans le domaine de la trace, 
(b) La trace des infinitCsimaux d’ordre > 1 n’est pas nulle. 

Le domaine nature1 de la trace est l’idtal bilatkre L1 (3-t) des opkateurs traGables 

T E K; &n(T) -c co 
0 

(2.17) 

La trace d’un opkrateur T E L’(7-l) est donnCe par la somme, 

Trace(T) = x(T&. ci) (2.18) 

indkpendamment du choix de la base orthonormale (&) de ‘Ft. On a 

Trace(T) = FP~(T) VT > 0. 
0 

(2.19) 

Soit T 2 0 un infinitksimal d’ordre 1, le seul contrele sur pUn (T) est 

ce qui ne suffit pas pour assurer la finitude de (2.19). Ceci prkcise la nature du probkme 
(a) et de m&me pour (b) puisque la trace ne s’annule pas pour le plus petit idCal de C(‘Ff), 
l’idCa1 R des opkateurs de rang fini. 

Ces deux problkmes sont rt%olus par la trace de Dixmier [Dx], i.e. par l’analyse suivante 
de la divergence logarithmique des traces partielles, 

N-l 

TraceN(T) = c p,(T), T > 0. (2.2 1) 
0 

I1 est utile de dkfinir TraceA (T) pour tout A > 0 par la formule d’interpolation 

TraceA = inf{IIAIlI + AllBjl; A + B = T] (2.22) 

oti llAII1 est la norme fZcl de A, /lAlll = TracelAl. Cette formule coi’ncide avec (2.21) pour 
A entier et donne l’interpolation affine par morceaux. On a de plus, [Co] 

Tracen(TI + Tz) 5 TraceA + Tracen(7’2) VA, (2.23) 

Tracen,+A?(Tl + T2) L TraCeA, +TraceA,(Tz) t/Al, A2 (2.24) 

oti TI , T2 sont posit{fs pour (2.24). 
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Soit T > 0 infinitesimal d’ordre 1 on a alors 

TraceA 5 C log A (2.25) 

et la propriete remarquable d’additivitP asvmptotiqw du coefficient de la divergence loga- 
rithmique (2.25) est la suivante: (7-i ) 0), 

lsn(T + T2) - tA(Tl)- sn(T2)l 5 -i~'~;f;~"' 

ou pour tout T 1 0 on pose, 

A 
1 

tA(T)= - 
s 

Trace,(T) d@ 

log A logp p 
(’ 

(2.26) 

(2.27) 

qui est la moyenne de Cesaro sur le groupe [w: des tchelles, de la fonction TraceAL (7’)/ log 11. 
I1 resulte facilement de (2.26) que toute limite simple r des fonctionnelles non lineaires 

7.4 d&nit une trace positive et lineaire sur l’ideal bilatere des infinitesimaux d’ordre I. 

t(h1T1 +hzTz) = AIT +h?7(T2) Vh,j E c. 

t(T) >O VT 40, t(ST)= s(TS) VSbornC, (2.28) 

s(T) =0 si p,,(T)=0 _! 
0 n 

En pratique le choix du point limite 7 est sans importance car dans tous les exemples impor- 
tants (et en particulier comme corollaire des axiomes dans le cadre general, cf. Section 5) 
la condition suivante de mesurabilitP est satisfaite: 

tA(T) est convergent quand A + co. (2.29) 

Pour les operateurs mesurables la valeur de 7 (T) est independante de 7 et est notee 

f 
T. (2.30) 

Le premier exemple interessant est celui des operateurs pseudodifferentiels T sur une varitte 
differentiable M. Quand T est d’ordre 1 (au sew, de (2.20)) il est mesurable et j‘T est le 
residu non commutatif de T [Wo,Ka]. Ce residu a une expression locale t&s simple en 
terme du noyau distribution k(x, y), X, v E M. Quand T est d’ordre I (au sens de (2.20)) 
le noyau k-(x. ~1) admet une divergence logarithmique au voisinage de la diagonale. 

k(x. y) = a(x) log Ix - yI + O(1) (2.31) 

ou ]x - v/ est la distance Riemannienne dont le choix n’affecte pas la I-densite a(.~). On a 
alors (a normalisation pres), 

(2.32) 
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et le terme de droite de cette formule se prolonge de man&e quasi Cvidente a tous les 
operateurs pseudodifferentiels (cf. [Wo]) si l’on note que le noyau d’un tel operateur admet 
un developpement asymptotique de la forme, 

k(x, Y> = c a,4 ( X, X - Y) + a(x) log Ix - YI + o(l) (2.33) 

oti Uk (x, c) est homogene de degre -k en la variable 6, et ou la 1 -densitC a(x) est definie 
de maniere intrinseque. 

En fait le meme principe de prolongement de fades infinitesimaux d’ordre < 1 s’applique 
aux operateurs hypoelliptiques et plus generalement (cf. Theo&me 4) aux triplets spectraux 
dont le spectre de dimension est simple. 

Apres cette description passons a des exemples. La variable infinitesimale dp(x) qui 
donne la probabilite dans le jeu de flechettes (Fig. 2) est donnee par l’operateur, 

dp = A-’ (2.34) 

oti A est le Laplacien de Dirichlet pour le domaine 52. 11 agit dans l’espace de Hilbert 
L2(Q) ainsi que l’algebre des fonctions f(xt , x2), f : 62 + C, qui agissent par operateurs 
de multiplication (cf. (2.3)). Le theoreme de H. Weyl montre immediatement que dp est 
d’ordre I, que f dp est mesurable et que 

(2.35) 

donne la probabilite usuelle. 
Montrons maintenant comment utiliser notre calcul infinitesimal pour donner un sens a 

des expressions telles que l’aire dune variete de dimension 4, qui sont depourvues de sens 
dans le calcul usuel. 

11 y a, a equivalence unitaire et multiplicite pres, une seule quantification du calcul 
infinitesimal sur R qui soit invariante par translations et dilatations. Elle est donnee par 
la representation de l’algebre des fonctions f sur R comme operateurs de multiplication 
dans L2(W) (cf. (2.3)), alors que l’operateur F dans ‘R = L2(lR) est la transformation de 
Hilbert [St] 

(fe>(s) = f(s>C(s) vs G R 6 E L2W, 

(Ft)(t) = ; s C(s) ds 

- 
s-t . 

(2.36) 

On a une description unitairement equivalente pour St = Pt (R) avec ti = L2(S’) et 

Fe,, = sign(n)e,, e,(Q) = exp(in8) VQ E S’ (sign(O) = 1). (2.37) 

L’ophteur df = [F, fl, pour f E Loo(R), est represent5 par le noyau (l/rri)k(s, t). avec 

Q, t) = f(s) - f(‘) 
s-t . 

(2.38) 
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Comme ,f et F sont des operateurs born& il en est de m&me de df = [F, .f] pour toute .f 
mesurable bornee sur S’ , ce qui donne un sens a ldf I P pour tout p > 0. Soient par exemple 
c E C et J l’ensemble de Julia associe a l’iteration de la transformation 

cp(,_) = z* + c. 

J = as. B = z E @: sup l#(z)I < cc 
1 ,,EN 1 

(2.39) 

Pour c petit J est une courbe de Jordan et B la composante bomee de son complement. Soit 
Z : S’ + J la restriction a S’ = aD, D = (z E (E=. (~1 < I ) d’une equivalence conforme 
D - B. Comme (par un resultat de D. Sullivan) la dimension de Hausdorff p de _I est > I 
(pour L’ # 0) la fonction Z n’est nulle part a variation bomee et la valeur absolue IZ’I de 
la derivee de Z au sens des distributions n’a pas de sens. Cependant IdZl est bien defini et 
on a: 

ThCor&me 1. 
(a) IdZI est un injinit&imal d’ordre 1 /p. 
(b) Pour toute,fonction continue h sur J. l’ope’rateur h(Z)lbZjp est mesurahle. 
(c) 3 > 0. 

f 
h(Z)litZIP = h 

s 
hdA, Vh E C(J) 

02 d_4, de’signe la mesure de Hausdorff sur J. 

L’CnoncC (a) utilise un resultat de V.V. Peller qui caracterise les fonctions f pour lesquelles 
Trace (Idtf I”) < cc. La constante h gouveme le developpement asymptotique de la distance 
dans LoD(S’ ) entre Z et les fonctions rationnelles ayant au plus n-poles hors du disque unite. 
Cette constante est de I’ordre de m et s’annule pour p = 1. Cela tient a une propriete 
specifique de la dimension 1,; savoir que pour f E CY(S’)df‘ n’est pas seulement d’ordre 
(dim S’)-’ = I mais est tracable, avec, 

Trace(f”d,f’) = -& f’df’ V,f”. .f’ E C=(S’). 
Xl s 

SI 

(2.40) 

En fait par un resultat classique de Kronecker df est de rang fini ssi ,f est une fraction 
rationnelle (cf. [PI). 

Le calcul differentiel quantique s’applique de la m&me man&e a l’espace projectif PI (K) 
sur un corps local arbitraire K (i.e. un corps localement compact non discret) et est invariant 
par le groupe des transformations projectives. Les cas sptciaux K = @ et K = W (corps 
des quatemions) sont des cas particuliers du calcul sur les varietes compactes conformes 
orientees de dimension paire, M = M2,, , qui se definit ainsi: 

7-l = L*(M. A”T*), 
(f‘c)(P) = f(P)<(P) Vf E LCV(W. F=2P-1 

(2.41) 
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oti le produit scalaire sur l’espace de Hilbertdes formes differentielles de de& n = $ dim M 
est donne par (WI, 0.4 = 1 WI A WLQ et ne depend que de la structure conforme de M. 
L’operateur P est le projecteur orthogonal sur le sous-espace des formes exactes. 

Prenons d’abord II = 1. Un calcul immediat donne 

s df A *dg Vf, g E Cm(M). (2.42) 

Soit alors X une application (C”) de M dans l’espace lRN muni de la metrique Riemanni- 
enne g,” dxb dx’, on a 

f 

1 
g,” dX@ dX” = -; 

s 
g,, dX@ A * dX” (2.43) 

M 

oii le terme de droite est l’action de Polyakov de la theorie des cordes. Pour n = 4 l’egalite 
(2.43) n’a pas lieu, l’action definie par le terme de droite n’est pas interessante car elle n’est 
pas invariante conforme. Le terme de gauche est parfaitement defini par le calcul quantique 
et est invariant conforme, on a, 

Thkorkme 2. Soit X une application Coo de M4 duns (RN, g,, dx@ dx”), 

f 
g,,(X)dX%X” = (16x2)-’ 

s 
gCLU(X){$(dXw, dX”) - A(dXw, dX”) 

M 

+ (V dXLL, V dX”) - ;(AX@)(AX”)) du 

oci pour kcrire le terme de droite on utilise sur M une structure Riemannienne q quelconque 
compatible avec la structure conforme. Ainsi la courbure scalaire r, le Laplacien A et la 
connection de Levi-Civita V se rt@rent 2 q, mais le rthltat n’en d&pend pas. 

La Theoreme 2 est a rapprocher de la formule suivante qui exprime l’action de Hilbert 
Einstein comme l’aire d’une variete de dimension 4 (cf. [Kas,KW]) 

f 

-1 d,y2 = - 
96n2 s 

r&d4x (2.44) 

M4 

(du = &d4x est la forme volume et ds = D-’ est l’element de longueur, i.e. l’inverse 
de l’operateur de Dirac). 

Quand la metrique g,” dx@ dx” sur [WN est invariante par translations, la fonctionnelle 
d’action du Theo&me 2 est donnee par l’operateur de Paneitz sur M. C’est unoperateur 
d’ordre 4 qui joue le role du Laplacien en gtometrie conforme [BO]. Son anomalie conforme 
a Cte calculee par Branson [B]. 

Reprenons le cas n = 2 et modifions la structure conforme de M par une differentielle 

de Beltrami ~(z. 7,) di/dz, ICL(Z, Z)] < 1 en utilisant pour definir les angles en z E M 

X E T;/(M) --f (X, dz + ~(z, Z) dZ) E C (2.45) 
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(b) L.a formule suivante n’a qu ‘un nombrefini de termes non nuls et de&tit les composantes 
(~n)n=),3,... d’un cocycle darts le bicomplexe (b. B) de A, 

(Pn(ao, . . . , an) = a’[D, a’](k1) . . [II, an](k~~)lDI-n-21ki Vaj E A 

oLi (‘on note Tck) = Vk(T) et V(T) = D2T - TD2, et oli k est un multiindice. 
c,,k = (-l)lkl&(ki!. . .k,!)-‘((kl + 1) . . .(kl +k2+...+k,, +n))-‘T(]k] + in), 
]k] = k) +. . + k,. 

(c) L’accouplement de la classe de cohomologie cyclique (q,,) E HC*(A) avec KI (A) 
donne l’indice de Fredholm de D a coefJicient dans K) (A). 

Rappelons que le bicomplexe (b, B) est donne par les operateurs suivants agissant sur 
les formes multilineaires sur l’algebre A, 

(bq)(a’, . . . , a”+‘) = k(- 1 )jcp(a’, . . . , ajaj+‘, . . . , a”+‘) 
0 

+ (-l)“+‘cp(a”+‘a”,a’, . ,an), (3.5) 

B = ABo, 
Bocp(a’, . . . , a”-‘) = ~(1, a’, . . . ,a”-‘) - (-l)“cp(a”, . . . , a”-‘, 1) 

n-1 

(Ay?)(a’. . . . , a n-1) = C(-l)(~~-~)i~(aj,ai+~, . . _,j-l), 

0 

(3.6) 

Nous renvoyons a [Co] pour la normalisation de l’accouplement entre HC* et K(A). 

Remarques. 
(4 

(b) 

(cl 

L’CnoncC du Theoreme 4 reste valable si I’on remplace dam toutes les formules 
l’operateur D par D] DIUx, cz 2 0. 
Dans le cas pair, c’est-a-dire si l’on suppose que IFI et Z/2 grad& par y, y = y*, y’ = 
1, ya = a y Va E A, y D = -D y, on a une formule analogue pour un cocycle 
(cpn), n pair qui donne l’indice de Fredholm de D B coefficient dans Ko. Cependant la 
composante cpo ne s’exprime pas en terme du residu f car elle est non locale pour 7-1 de 
dimension finie (cf. [CM2]). 
Quand le spectre de dimension C a de la multiplicite on a une formule analogue mais qui 
implique un nombre fini de termes correstifs, dont le nombre est borne independamment 
de la multiplicite (cf. [CM2]). 

Le spectre de dimensions d’une variete V est (0, 1, . . n), n = dim V, et est simple. 
La multiplicite apparait pour les varietes singulieres et les ensembles de Cantor donnent 
des exemples de points complexes, z $ [w dans ce spectre. Nous discutons maintenant 
une construction geometrique g&r&ale pour laquelle les hypotheses (3.1) et (3.2) sont 
verifiees. 11 s’agit de construire la classe fondamentale en K-homologie d’une variete K- 
orientee A4 sans briser la symetrie du groupe Difft(A4) des diffeomorphismes de M qui 
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preservent la K-orientation. De man&e plus precise nous cherchons un triplet spectral, 
(COO(M), ti, D) de la meme classe de K-homologie que l’operateur de Dirac associe a une 
metrique Riemannienne (cf. (1.11) et (I. 12)) mais qui soit Cquivariant par rapport au groupe 
Difft (M) au sens de [K]. Cela signifie que l’on a une representation unitaire cp + U(cp) 
de Difft (M) dans IH telle que 

wcpww’ = f 0 (0-l Vf E Cm(M), cp E Diff+(M) (3.7) 

et que 

U(cp)DU(cp)-’ - D est borne pour tout cp E Diff+(M). (3.8) 

Lorsque D est l’operateur de Dirac associe a une structure Riemannienne le symbole prin- 
cipal de D determine cette metrique et les seuls diffeomorphismes qui verifient (3.8) sont 
les isometrics. 

La solution de ce probleme est essentielle pour definir la gtometrie transverse des feuil- 
letages et elle est effect&e en 2 Ctapes. La premiere est l’utilisation [Col] de la metrique de 
courbure negative de l’espace GL(n)/O(n) et de l’operateur “dual Dirac” de Miscenko et 
Kasparov pour se ramener a l’action de Die(M) sur l’espace total P du fibre des metriques 
de M. La deuxieme, dont l’idee est due a Hilsum et Skandalis [HS] est l’utilisation des 
operateurs hypoelliptiques pour construire l’operateur D sur P. 

On notera qu’alors que la geometric Cquivariante obtenue pour P est de dimension finie 
et verifie les hypotheses (3.1), (3.2) la geomttrie obtenue sur M en utilisant le produit 
intersection avec le “dual Dirac” est de dimension infinie et 8-sommable. 

Trace(eeBD2) < 00 V#l > 0. (3.9) 

Par construction, le fibre P 2, A4 est le quotient F/O(n) du GL(n) fibre principal F des 
rep&es sur M par l’action du groupe orthogonal O(n) c GIL(n). L’espace P admet la 
structure canonique suivante: le feuilletage vertical V c T P, V = Ker rr* et les structures 
Euclidiennes suivantes sur les fib& V et N = (T P>/ V. Le choix d’une metrique Rieman- 
nienne GL(n)-invariante sur GL(n)/O(n) determine la metrique sur V et celle de N est 
la metrique tautologique: p E P determine une metrique sur Tx(P)(M) qui grace a n, est 
isomorphe a Np. 

Cette construction est fonctorielle pour les diffeomorphismes de M. 
La calcul hypoelliptique adapt6 a cette structure est un cas particulier du calcul pseudod- 

ifferentiel sur les varietes de Heisenberg [BG]. 11 modifie simplement l’homogeneite des 
symboles ~(p, <) en utilisant les homoteties: 

A. < = (h<“, 2&J Vh E RF, (3.10) 

ou cv, 4;1 sont les composantes verticales et normales du covecteur .$. La formule (3.10) 
depend de coordonntes locales (x,, xn) adaptees au feuilletage vertical mais le calcul 
pseudodifferentiel. correspondant n’en depend pas. Le symbole principal d’un operateur 
hypoelliptique d’ordre k est une fonction, homogene de degre k pour (3.10), sur le fibre 
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V* @I N*. Le noyau distribution k(x, y) d’un optrateur pseudodifferentiel T dans le calcul 
hypoelliptique admet un developpement au voisinage de la diagonale de la forme, 

k(.x. .v) -c u~(x,x-~)+u(x)logIx-~I’+o(l) (3.1 I) 

ou aj est homogene de degre - j en x -y pour (3. IO) et oti la metrique lx - .v I’ est localement 
de la forme 

IX - ?‘I’ = ((X” - ‘A4 + (X,? - .vnw4. (3.12) 

Comme dans le calcul pseudodifferentiel ordinaire, le residu se prolonge aux operateurs de 
tout degre et est donne par l’egalite, 

f 

I 
T=p 

v + 2m s 
a(x) (3.13) 

oti la 1 -densitC u(x) ne depend pas du choix de la metrique ( I’ et ou v = dim V. m = dim N 
de sorte que v + 2m est la dimension de Hausdorff de l’espace metrique (P. I I’). 

L’operateur D est defini par l’equation DIDI = Q oti Q est l’operateur differentiel 
hypoelliptique de degre 2 obtenu en combinant (quand v est pair) I’operateur dvdc - dcdv 
de signature ou dv est la differentiation verticale, avec l’operateur de Dirac transverse. (On 
utilise le revetement mttaplectique Me(n) de CL(n) pour definir la structure spinorielle 
sur M.) La formule explicite de Q utilise une connection affine sur M mais le choix de 
cette connection n’affecte pas le symhole principal hypoelliptique de Q et done de D ce 
qui assure l’invariance (3.8) de D par rapport aux diffeomorphismes de M. 

Donnons la formule explicite de Q dans le cas n = I, i.e. pour M = S’ On remplace 
P par la suspension SP = R x P pour se ramener au cas ou la dimension verticale v est 
paire. Un point de SP = R x P est parametre par 3 coordonnees a! E [w et p = (s. 0) oti 
0 E S’ et ou s E R definit la mttrique e*“(df-))’ en H E S’. 

On munit SP de la mesure v = dcr ds de et l’on represente l’algebre C,?(SP) par 
operateurs de multiplication dans 7-t = L’(SP, v) @ @‘. La fonctorialite de la construction 
ci-dessus donne la repesentation unitaire suivante du groupe Diff'(S' ). 

(wcp)-‘<)(cY. s. 0) = cp’(e)“*6(a, s - logcp’(H), q(H)). 

Enfin l’operateur Q est don& par la formule, 

(3.14) 

(3.15) 

ou ~1,02. a3 E M2(C) sont les 3 matrices de Pauli. 
L’operateur a@ est de degrk 2 dans le calcul hypoelliptique et l’on vtrifie que Q est 

hypoelliptique. 
Un long calcul donne le resultat suivant [CM3]: 

ThCorSme 5. Soit A 1 ‘algtibre produit croise’ de Cy (S P) par Difft (S ’ ). 
(a) Le triplet spectral (A, Ii, D) (on A agit duns Hpar (3.14) et DIDI = Q) satisjait les 

hypothkses (3.1) et (3.2) et son spectre de dimension est C = (0, 1, 2, 3,4}. 
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(b) La seule composante non nulle du cocycle associe’ (Thkor2me 4) est ‘p3 et elle est 
cohomologue ci 2@ oli @ est le 3-cocycle cyclique classe fondamentale transverse du 
produit croist!. 

L’intigralite’ de 2@, i.e. de I’accouplement (2+, K1 (A)) resulte alors du Theorbme 4. 
Le 3-cocycle + est donnt par (cf. [Co]) 

1Cl(f’u(cp0)~ f’U(qol), f2U((02), f3U(v3)) = 0 sauf sicpoq4(p2q3 = 1, 

et = 
s 

ho dh’ A dh2 A dh3 si cpopl(024~3 = 1, (3.16) 

avec ho = f”, h’ = (f’)pO, h2 = (f2)‘@ql, h3 = (f3)mp1W2. 

L’homogie entre q13 et ~I,!J met en evidence l’action sur l’algbbre A de l’algebre de Hopf 
engendree par les transformations lineaires suivantes (pour la relation de 83 avec l’invariant 
de Godbillon Vey, voir [Co]) de A 

&wJ(cp)) = (&Yf)U(qo), ~2(.w((o)) = @,f>u(vO), 

~3(_W@)) = fews% Wcp-‘)‘U(cp), 

X(.fU(cp)) = e-“(%.W(cp) 

(3.17) 

dont la compatibilite avec la multiplication de A est regie par le coproduit 

Asj=8j@l+l@&j, j=1,2,3 (3.18) 

(i.e. les Sj sont des derivations de A) 

AX=X@l+l@X-fS3@62, (3.19) 

ou (3.19) montre que X est de degre 2. 

4. La notion de variCtC et les axiomes de la gComCtrie 

Commencons par specifier la place de la geometric Riemannienne dans notre cadre en 
caracterisant (Theo&me 6) les triplets spectraux correspondants. Soit n E N la dimension, 
le triplet (A, N, 0) est suppose Z/2 grad& par y, y = y*, y2 = 1 quand n est pair. 

Les axiomes commutatifs sont les suivants: 
(1) (Dimension) ds = D-t est infinitesimal d’ordre l/n. 

(2) (Ordre un) ND, fl, gl = 0 ‘ff, g E A. 
(3) (Regularitt) Pour tout f E A, f et [D, f] appartiennent a nk Domaine 6k, oh 6 est la 

derivation 6(T) = [ID/, T]. 
(4) (Orientabilite) 11 existe un cycle de Hochschild c E _&(A, A) tel que n(c) = 1 (n 

impair) ou n(c) = y (n pair), ou n : d@cnfl) -+ L(N) est l’unique application lineaire 
tellequen(a”@al@...@aa”) =a”[D,al]...[D,a”]Vaj EA. 
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(6) 

(7) 
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(Finitude) Le d-module E = nk Domaine Dk est projectif de type tini et l’egalite 
suivante delinit une structure hermitienne sur &, 

(Dualite de Poincare) La forme d’intersection K,(A) x K,(A) -+ Z donnee par la 
composition de l’indice de Fredholm de D avec la diagonale, m, : K,(A) x K,(A) + 
K,(A @ A) + K,(d), est inversible. 
(RCalitC) 11 existe une isometric antilineaire J sur ‘Ft telle que Ju*J-’ = u Vu E A 
et J2 = E, J D = E’D J, Jy = e”y J oti la table des valeurs de E, E’, E” E (- 1, 1) en 
fonction de IZ modulo 8 est donnee en (4.16). 

Les axiomes (2) et (4) donnent la presentation de l’algebre abstraite notee (A, ds) en- 
gendree par A et ds = D-‘. 

ThCoriime 6. Soit A = C?(M) oti M est une variete compucte de clusse C”. 

(4 

(b) 

(cl 

(4 

(e) 

Soit T une representation unituire de (A. ds) sutisfuisunt les conditions (1) ir (7). II 
existe ulors une unique structure Riemunnienne g sur M telle que la distance geodesique 
soit donnie pur 

d(x. Y) = supIldx> - ~(~11: u E A, IlID, alli I 1 I. 

La metrique g = g(n) ne depend que de la clusse d’equivulence unituire de n et les 
jibres de l’upplicution [clusse d’e’quivulence unituire} -+ g(n) ferment un nombre,fini 
d’espuces afines & parame’tres par les structures spinorielles o de M. 
La ,fonctionnelle f dsnp2 est quudratique et positive sur chaque & on elle admet un 
unique minimum Tr,. 
nI, est la representation de (A, ds) dans L2(M, S, ) donnee par les operuteurs de 
multiplication et l’ope’ruteur de Diruc ussocie u la connection de Levi-Civitu de la 
metrique g. 
Lu valeur de f dsnM2 en IT, est 1 ‘action de Hilbert-Einstein de la metrique g. 

f 
d.yn-2 = -c,, s r,/Zd”x, cn = i(n - 2)(4n)-“/22’“/21f(~n + I)-‘. 

L’exemple le plus simple pour comprendre la signification du theoreme et de verifier que 
la geometric du cercle S’ de longueur 21r est entierement specifiee par la presentation: 

U-‘[D, U] = 1, 06ulJ*=u*u= 1. (4.1) 

L’algebre A Ctant celle des fonctions Coo de l’optrateur unitaire U. On a S’ = Spectre (A) 
et l’egalite (4.1) est le cas le plus simple de l’axiome 4. 

Remarques. 
(a) L’hypothese A = COO(M) devrait resulter des axiomes (l)-(7) (et de la commutativite 

de A). I1 resulte de (3) et (5) que si A” est l’algebre de von Neumann engendree par A 
on a 
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@I 

(c) 

(4 

(e) 

(f) 

A= TEA"; T~nDorna~ , 
i k>O 1 

(4.2) 

ce qui montre que A est uniquement specifiee dans A” par la donnee de D. Cela montre 
que A est stable par calcul fonctionnel Coo dans sa fermeture normique A = A et en 
particulier que 

Spectre A = Spectre A. (4.3) 

Soit X cet espace compact, on devrait deduire des axiomes que l’application de X dans 
Wv donnee par les a: E A qui interviennent dans le cycle de Hochschild c de (4.4) 
est un plongement de X comme sous-variete Co3 de RN (cf. Proposition 15, p. 312 de 

[Cal). 
Rappelons qu’un cycle de Hochschild c E Z, (A, A) est un Clement de d@("+l), c = 
C a: 8 a! 8. . . @I ur tel que bc = 0, oti b est l’application lineaire b : A@'"+' + A@'" 
telle que 

n-1 

b(a” @ . . . @ a”) = x(_])jao @ . . . @ .juj+’ @ @ an 

0 

+(-l)“anaO~~‘I...~~n+l. 

La classe de Hochschild du cycle c determine la forme volume. 
Now utilisons la convention selon laquelle la courbure scalaire r est positive pour la 
sphere S”, en particulier le signe de l’action f d.r”-* est le bon pour la formulation 
Euclidienne de la gravitation. Par exemple pour n = 4 l’action de Hilbert-Einstein 
-(1/163rG) lrfid 4x coincide avec l’aire (1 /ei) f ds* en unite de Planck. 
Quand M est une variete spinorielle l’application n -+ g(n) du thtoreme est surjective 
et si l’on fixe le cycle c E Z,(d, A) son image est l’ensemble des metriques dont la 
forme volume est fixte - (b). 
Si l’on supprime l’axiome 7 on a un resultat analogue au thboreme en remplacant les 
structures spinorielles par les structures spin [LM], mais l’on n’a plus unicite dans (c) 
a cause de la liberte dans le choix de la connection spinorielle. 
11 resulte de l’axiome 4 et de [Co, Thtoreme 8, p. 3091 que les operateurs u ds” , a E A, 
sont automatiquement mesurables de sorte que le symbole f qui apparait dans 5 est 
bien defini. 

Passons au cas general non commutatif. Etant donnee une algebre involutive A 
d’operateurs dans l’espace de Hilbert ‘H la theorie de Tomita [Ta] associe a tout vecteur 
4 E IFI cyclique pour A et pour son commutant A’, 

-AC = If, ,A’< = 7-l (4.4) 

une involution antilineaire isometrique J : 7-1 + ‘H obtenue a partir de la decomposition 
polaire de l’operateur 

Sac = a*c Vu E A (4.5) 
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et qui vtrifie la propriCtC de commutativiti suivante, 

JA”J-’ = A’. 

On a done en particulier [a, ho] = 0 Vu. h E A oh 

b” = Jb*J-’ Vb E A 

(4.6) 

(4.7) 

de sorte que 7-1 devient un A-bimodule en utilisant la reprksentation de I’algkbre opposke 
A” donnCe par (4.7). Dans le cas commutatif on a a0 = a VU E A de sorte que I’on ne 
pergoit pas la nuance entre module et bimodule. 

Le thkorkme de Tomita est l’outil nkessaire pour assurer la substance des axiomes dans 
le cas gCnCral. Les axiomes (I), (3) et (5) sont inchangks. dans I’axiome de rCalitC (7) on 
remplace I’Cgalitk Ja*J-’ = a Vu E A par 

(7a) [u. b”] = 0 Vu, b E A oti ho = Jb*J-’ 
et I’axiome (2) (ordre un) se formule ainsi 

(2a) [[II, a], b”] = 0 Vu, b E A. 
(On notera que comme u et b” commutent (2a) Cquivaut B [[D, a’], b] = 0 Vu. b E A.) 
L’axiome (7a) fait de 7-1 un A-bimodule et donne une classe I_L de KR”-homologie pour 
I’algkbre A @ A0 munie de l’automorphisme antilintaire T, 

Le produit intersection de Kasparov [K] permet alors de formuler la dualit& de Poincark, 
comme I’invertibilitk de p, 

(6a) 38 E KR,,(A’ ~3 A). B@AI”=id%. /L @_‘,(I B = i dA. 

Ceci implique l’isomorphisme K,(A) 2 K*(A) . La forme d’intersection. 

K,(A) x K,(A) + Z 

est obtenue g partir de l’indice de Fredholm de D SI coefficient dans K,(A@ A’) et n’utilise 
plus l’application diagonale m : A @ A --+ A qui n’est un homomorphisme que dans le cas 
commutatif. Cette forme d’intersection est quadratique ou symplectique selon la valeur de 
n modulo 8. 

L’homologie de Hochschild B coefficient dans un bimodule garde tout sons sens dans le 
cas gCn&al et l’axiome (4) prend la forme suivante, 
(4a) II existe un cycle de Hochschild c E Z,,(A, A 8 A’) tel que n(c) = 1 (n impair) ou 

r(c) = ~(n pair). 
(Oh A @ A0 est le A bimodule obtenu par restriction j la sous-algebre A @ I c A @ A” 
de la structure de A @ A0 bimodule de A 8 A’, i.e. 

u(b @ c”)d = ubd @J co Vu. b, c, d E A.) 

Les axiomes (l), (3) et (5) sont inchangks dans le cas noncommutatif et la dimonstration 
de la mesurabilitk des optrateurs a( ds)“, a E A reste valable en gCnCra1. 

Nous adopterons les axiomes (I), (2a), (3), (4a), (5), (6a) et (7a) dans le cas gCnCra1 comme 
dkfinition d’une vurie’te’spectrule de dimension n. L’algkbre A ktant fixte nous parlerons de 
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geometric spectrale sur A comme darts (1.20) et (1.21). On dtmontre que l’algebre de von 
Neumann A” engendree par A dam ti est automatiquement finie et hyperfinie et on a la 
liste complete de ces algebres a isomorphisme pres [Co]. L’algebre A est stable par calcul 
fonctionnel Coo dans sa fermeture normique A = A de sorte que Kj(A) 2 Kj(A), i.e. 
Kj (A) ne depend que de la topologie sous-jacente (definie par la C* algebre A). L’entier 
x = (p, ,6) E Z donne la caracteristique d’Euler sous la forme 

x = Rang Ko(A) - Rang Kl (A) 

et le Theo&me 4 en donne une formule locale. 
Le groupe Aut(A) des automorphismes de l’algebre involutive A joue en general le 

role du groupe Diff (M) des diffeomorphismes d’une variete M. (On a un isomorphisme 
canonique Diff( M) -% Aut( C”( M)) donne par 

%0(f) = f 0 cp-l Vf E Cm(M), cp E Diff (M).) 

Dans le cas general non commutatif, parallelement au sous-groupe normal Int A c Aut A 
des automorphismes interieurs de A, 

a(f) = Ufu* Vf E A (4.8) 

oti u est un Clement unitaire de A (i.e. uu’ = u*u = l), it existe un feuilletage na- 
turel de l’espace des geometries spectrales sur A en classes d’equivalences formees des 
dkformations int&Gw-es d’une geometric donnee. Une telle deformation est obtenue sans 
modifier ni la representation de A dans ‘H ni l’isometrie antilineaire J par la formule 

D+ D+A+JAJ-’ (4.9) 

oti A = A* est un operateur autoadjoint arbitraire de la forme 

A = Cai[D, bi], ai, bi E A. (4.10) 

Le nouveau triplet spectral obtenu continue a verifier les axiomes (l)-(7a). 
L’action du groupe Int(A) sur les geometries spectrales (cf. 1.2 1) se reduit B une trans- 

formation de jauge sur A, don&e par la formule 

y,(A) = u[D, u*] + uAu*. (4.11) 

L’equivalence unitaire est implementee par la representation suivante du groupe unitaire de 
A dans ‘FI, 

u + UJUJ-’ = u(u*)? (4.12) 

La transformation (4.9) se reduit a l’identite dans le cas Riemannien usuel. Pour obtenir 
un exemple non trivial il suffit d’en faire le produit par l’unique geometric spectrale sur 
l’algebre de dimension finie AF = MN(~) des matrices N x N sur C, N 1 2. On a alors 
A = P’(M) @ AF, Int(A) = Cm(M, PSU(N)) et les deformations interieures de la 
geomttrie sont parametrees par les potentiels de jauge pour une theorie de jauge de groupe 
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SU(N). L’espace P(A) des etats puts de l’algebre A est le produit P = M x PN- 1 (C) 
et la metrique sur P(d) determinte par la formule (1.10) depend du potentiel de jauge A. 
Elle coincide avec la metrique de Carnot [G] sur P definie par la distribution horizontale 
de la connection associee a A (cf. [COG]). Le groupe Aut(d) des automorphismes de A est 
le produit semi direct, 

Aut (A) = 24 ><I Diff(M) (4.13) 

du groupe Int(d) des transformations de jauges locales par le groupe des diffeomorphismes. 
En dimension n = 4, les fonctionnelles d’action de Hilbert Einstein pour la metrique 
Riemannienne et de Yang-Mills pour le potentiel vecteur A apparaissent simplement, et 
avec les bons signes, dans le developpement asymptotique en 1 /A du nombre N(A) de 
valeurs propres de D qui sont 2 A. On regularise cette expression en la remplacant par 

Trace cp z 
0 

(4.14) 

ou cp E C,oO([w) est une fonction paire qui vaut 1 sur l’intervalle [- 1, I] (cf. [CC]). Les 
seuls autres termes non nuls du developpement asymptotique sont un terme cosmologique. 
un terme de gravite de Weyl et un terme topologique. 

Un exemple plus Clabore de variett spectrale est le tore non commutatif Ui. Le parametre 
0 E [w/Z definit la deformation suivante de l’algebre des fonctions C” sur le tore U’. de 
generateurs U, V. Les relations 

VU = exp2rriO UV et UU* = U*U = 1, 
vv* = v*v = 1 

(4.15) 

defmissent la structure d’algebre involutive de de = [c un,m U” Vn; u = (a,,,) E S(Z*)] 
oti S(Z*) est l’espace de Schwartz des suites a decroissance rapide. Comme pour les courbes 
elliptiques on utilise comme parametre pour definir la geometric de Ui un nombre complexe 
t de partie imaginaire positive et, a isometric p&s, cette geometric ne depend que de 1’ orbite 
de t pour PSL (2, Z) [Co]. Le phenomene nouveau qui apparait est l’kquivalence de Moritcr 
qui relie entre elles les algebres A,, 4, lorsque 01 et 02 sont dans la mime orbite de l’action 
de PSL(2, Z) sur aB [Ri]. 

Etant donne une variete spectrale (A, ti, D) et une equivalence de Morita entre A et une 
algebre B donnee par 

a = EndA (4.16) 

ou I est une d-module a droite, projectif de type fini et hermitien, on obtient une gComCtrie 
spectrale sur B par le choix d’une connection hermitienne sur E. Une telle connection V est 
une application lineaire V : & @A fib v&ifiant ks r&ks [co] 

V(<u> = (V<)a + 6 @ da Vc E E, a E A, (4.17) 

(c. V,) - (V<. 11) = d(6, n) Q. n E E (4.18) 

ou du = [D, a] et ou .Rb c L(N) est le A-bimodule forme par les operateurs de la forme 
(4.10). 
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Toute algkbre A est Morita Cquivalente B elle miSme (avec & = A) et quand on applique 
la construction ci-dessus on obtient les dCformations intirieures de la gComCtrie spectrale. 

5. La gCom&rie spectrale de l’espace temps 

L’information experimentale et thCorique dont on dispose sur la structure de l’espace 
temps est r&umCe par la fonctionnelle d’action suivante, C = LE + Cc + f&, + f$ + 
&f+lfoti E--_( / C - 1 16nG) s r,&d4x est l’action de Hilbert-Einstein et les 5 autres 
termes constituent le modkle standard de la physique des particules, couplC de man&e 
minimale ?I la gravitation. Outre la mCtrique g,, ce Lagrangien implique plusieurs champs 
de bosons et de fermions. Les bosons de spin 1 sont le photon y, les bosons mCdiateurs W* 
et Z et les huit gluons. Les bosons de spin 0 sont les champs de Higgs cp qui sont introduits 
pour briser la pa&C et pour que le mCcanisme de brisure de symCtrie spontanCe confkre une 
masse aux diverses particules sans contredire la renormalisabilitt5 des champs de jauge non 
abCliens. Tous les fermions sont de spin i et forment 3 familles de quarks et leptons. Les 
champs impliquCs dans le modkle standard ont a priori un statut tres diffirent de celui de la 
mCtrique g,,. Le groupe de symCtrie de ces champs, A savoir le groupe des transformations 
de jauge locales, 

u = CCO(M, U(1) x SU(2) x SU(3)) (5.1) 

est a priori tr?s diffkrent du groupe Diff(M) de symCtries de LE. Le groupe de symCtrie 
nature1 de C est le produit semidirect U x Diff(M) = G. La premikre question g r&oudre 
si l’on veut donner une signification purement gComCtrique SI C est de trouver un espace 
gComCtrique X tel que G = Diff(X). Ceci dCtermine, en tenant compte du relkvement des 
diffiomorphismes aux spineurs, l’algkbre A, 

A = Cm(M) ~3 AF, AF = @ @O-I @ M3(@) 

oti l’algbbre involutive AF est la somme directe des algkbres C, W des quaternions et M3 (C) 
des matrices 3 x 3 complexes. 

L’algbbre AF correspond B un espacefini dont les fermions du modkle standard et les 
paramttres de Yukawa (masses des fermions et matrice de milange de Kobayashi Maskawa) 
dkterminent la gComCtrie spectrale de la man&e suivante. L’espace de Hilbert RF est de 
dimension finie et admet pour base la liste des fermions tltmentaires. Par exemple pour la 
lkre gCnCration de leptons cette liste est 

L’algCbre AF admet une repr&entation naturelle dans tin (cf. [COG]) et en dCsignant par 
JF l’unique involution antilinkaire qui Cchange f et f pour tout vecteur de la base, on a la 
commutation, 

[a, Jb*J-‘1 = 0 Vu, b E AF. (5.4) 
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L’operateur D,G est simplement donne par la matrice 

Y 0 

[ I 0 r 
oti Y est la matrice de couplage de Yukawa. De plus les proprietes particulieres de Y assurent 
la commutation. 

[[DF, u]. b”] = 0 Vu, b E dF. 

La z/2 graduation naturelle de tiF vaut - 1 pour les fermions gauches (el.. VI_ .) et - I 
pour les fermions droits, on a 

yF = EE’ oti E = (1, -1, 1) E dF. (5.6) 

Nous renvoyons a [Co31 pour les verifications des axiomes (l)-( 7a). Le seul defaut est que 
le nombre de generations introduit une multiplicite dans la forme d’intersection, Ko(d) x 
Ko(d) L+ Z. donnee par un multiple entier de la matrice 3 x 3 

(5.7) 

Nous reviendrons h la fin de cet expose sur la signification de la geometric spectrale 

(dF.'HF. DF) = F. 
Le pas suivant consiste a calculer les deformations interieures (formule (4.9)) de la 

geometric produit M x F oti M est une variete Riemannienne spinorielle de dimension 4. 
Le calcul donne les bosons de jauge du modele standard, y. W*, Z, les huits gluons et les 
champs de Higgs cp avec ies bons nombres quantiques et montre que, 

(5.8) 

ob D = DO + A + JAI-’ est la deformation interieure de la geometric produit (donnee 
par I’operateur Do = $ @I 1 + y5 @ D,c). 

La structure de produit de M x F donne une bigraduation de Qi, et une decomposition 
A = A”,‘) +A(‘.‘) de A qui correspond a la decomposition (5.8). Le terme A(‘,” ‘assemble 
tous les bosons de spin 1 et le tetme A (O,‘) les bosons de Higgs qui apparaissent comme 

des termes de difference finie sur l’espace F. Cette bigraduation existe sur I’analogue 
tii des 2-formes [Co] et decompose la courbure 6’ = dA + A” en trois termes H = 
H(‘.“) + H”.” + @(O,*’ 2 a 2 orthogonaux pour le produit scalaire. 

(WI, w2) = 
f 

wp; ds4. (5.9) 

Ainsi I’action de Yang-Mills, (Q. 0) = fH* ds4 se decompose comme somme de 3 termes 
et on demontre que ces termes sont respectivement 1s~. & et C, pour (2.0). ( I, I) et 
(0,2) respectivement [Co]. 

L’action de Yang-Mills fQ* ds4 utilise la decomposition D = DO + A + JAJ-’ et n’est 
done pas, a priori, une fonction ne d&pendant que de la gtomtttie definie par D. Nous avons 
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vu en (4.14) que, dans un cas plus simple, la combinaison CE + CG apparait directement 
dans le developpement asymptotique du nombre de valeurs propres inferieures a A de D. 
Le m&me principe (cf. [CC]) s’applique au modele standard et conduit a la fonctionnelle 
suivante 

(5.10) 

dont le developpement asymptotique [CC] donne L+ un terme de gravite de Weyl et un 

terme en up2 qui est le seul terme que l’on peut rajouter a l sans alterer le modele standard. 
Nous renvoyons a [CC] pour l’interpretation physique de ces resultats. 

La geometric finie F ci-dessus Ctait dictee par les resultats experimentaux et il reste a 
en comprendre la signification conceptuelle a partir de l’analogue des groupes de Lie en 
geometric non commutative, i.e. la theorie des groupes quantiques. Le fait simple (cf. [MI) 
est que le revetement spinoriel Spin (4) de SO(4) n’est pas un revetement maximal parmi 
les groupes quantiques. On a Spin (4) = SU(2) x SU(2) et meme le groupe SU(2) admet 
grace aux resultats de Lusztig des revetements finis de la forme (Frobenius B l’co), 

1 --f H + SU(2), + SU(2) -+ 1 (5.11) 

oti 4 est une racine de I’unite, qm = 1, m impair. Le cas le plus simple est m = 3, 
q = exp(Gni). Le groupe quantique fini H a une algebre de Hopf de dimension finie tres 
voisine de &, et la representation spinorielle de H definit un bimodule sur cette algebre de 
Hopf de structure tres voisine du bimodule XFIF sur &. Cela suggere d’etendre la geometric 
spinorielle [LM] aux revetements quantiques du groupe spinoriel, ce qui necessite meme 
pour parler de G-fibre principal, d’introduire un minimum de non commutativite (du style 
C?(M) @ AF) dans l’algebre des fonctions. 

Mentionnons enfin que nous avons neglige dans cet expose la nuance importante entre 
les signatures Riemanniennes et Lorentziennes. 
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